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Catka oznaczona

X — wspotrzedna kartezjanska

F(x)

v

a b ¥
normalizacja finkcji F (x):

a+b

x(@ =T 2

catka oznaczona funkgcji F(x):

¢ — wspotrzedna naturalna

xﬂ

a

x=a—¢&=-1
x=b—o¢&=1

a+b

FoO=F(Z%e %) dx=2Cds |
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Reguta kwadratur Gaussa

reguta kwadratur: f(& |
: - - ; ————————— T T : _/,
[ r©de =Y wifE) R
S i=1 !
___________________________ J 1 1 S
n — liczba punktéw prébkowania,
¢; — wspotrzedne punktow probkowania
w; — wspotczynniki wagowe
R,, — reszta sumy
R,=0 = dz’;J: -0 Catkowanie numeryczne
ag daje doktadna warto$¢ catki
dla wielomianoéw do stopnia 2n — 1




Reguta kwadratur Gaussa dla funkcji wielomianowych R,=0 = %1.g

deTl

2
dla funkcji liniowej: f(&) =aé+f Z—{;:a ; 3—;=0—> 2Zn=2—-o>n=1

1
j (2 E+H)dE = wy - F(€) +0

Woystarczy jeden punkt!

—————————————

: 2 d?f d3f
stopnia 2: f(§) =af? + i +y; F=2ai+f ; Sh=2a; G5=0

2n=3—o>n=15—-n=2

Potrzeba dwdch punktow!
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Reguta kwadratur Gaussa dla funkcji wielomianowych

4
stopnia 3: f(&) =a &3+ BE2+yé+6 ; Z—;c:O —  n =2 (2punkty)

Woystarczg dwa punkty!

= 1 (aE+pE2yE+o)dE = wy - f( )+W2 f( )=f(—%)+f(%)

. d5
stopnia 4: f(E) =aé* + BE3+yE2+6¢E+¢p d—fjsr=0
Zn — 5 — N = 25 — n = 3 Potrzeba trzech punktéw!

dla 3 pkt. Gaussa:

1
j_l(a€4 ¥ BES + yE 4+ 5E+g) dE =
=3 f( —/0.6 )+— (0)+— f(v0.6 )




Reguta kwadratur Gaussa dla funkcji wielomianowych

L L :
: f f(f)dé—:zwlf(fl)‘l'Rn : R,=0 = Z§2£=O
p oL i=1 !
1 1 0 2
3 2 _1 1
1/\/§
+ /\/g 1
5 3 —/0.6 5/9
0 8/9
+/0.6 5/9
7 4 —0.861136311594953  0.347854845137454

—0.339981043584856  0.652145154862546
+0.339981043584856  0.652145154862546
+0.861136311594953  0.347854845137454

Suma wspétczynnikow wagowych wynosi zawsze 2.
Catkowanie numeryczne daje doktadng wartosc¢ catki dla wielomianow do stopnia 2n — 1




Reguta kwadratur Gaussa dla elementow 2D

— o mm mm mm Em Em mm mm e Em my

[ [ remazan= [ (Z(wi S m») an =

Jj=1 =1 j=1i=1
Dla jednego punktu Gaussa mamy n
I__________________]
n=1 :1:771—0, W1:2| 1
|

1 1
f f F (&) dédn = wyw, - £(0,0) = 4£(0,0)
—-1J-1




Reguta kwadratur Gaussa dla elementow 2D

a dwéch punktow Gaussa ! 1 1
:;kiidy£2ki§:unk§wmamy: n=2;: : 61: n = _\/_5 ) 62: Ny = ﬁ y W1 = Wy = 1
77 A
1
x x
($1,M2) ($2,12)
~1 1 ¢
) x
($1,M1) ($2, 1)
___________________________ 1

___________________________

= wyWq - f($1,M1) + wowy - f($2,M1) + wawy - f($2,m2) +wawy - f(1,12) =

=5 (F 5+ GRHCER




Reguta kwadratur Gaussa dla elementow 2D

Dlatrzech punktéw Gaussa = — == - mm e e e e e e e e m e m e — - = — — - —
na kazdym z kierunkéw mamy:

n=3 5 3
W1 = W3 =§ ;y Wy =§
n, n, 8 5_40
) 9 9 1
1 (5/2 773) 55_2_5 1 /
~ / 9 9 Bl— / 5 5 25
(61'773) B x\~(€3'773) [ 8 8les x\§5.6=a
9 9_s1
> > & >
—1 /x 0 1 —1 / \1 &
(E )/ (S;anZ) \ E 5 g 40/ \
v X Gam) o E | XK 2o g0
d N 5 5 25 —1 -
(€1,M1) -1 ($2,1m1) (¢3,Mm1) 5 o m1 8.5 40 525
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Reguta kwadratur Gaussa dla elementow 2D

Dlatrzech punktéw Gaussa = — == - mm e e e e e e e e m e m e — - = — — - —
na kazdym z kierunkéw mamy:

G e e e e e e e e M e e M M e R mmm M e Mmm mmm M e e mmm M M e Mmm M e mm mmm M e G M e e e e

P o - - - - - — -y

___________________________

=wiwy * f(§1, M) Fwowy - f(S2,m1) + wawy - f($3,11) +
Fwiwy - f(&1,M2) + wawy - f($2,M2) + wawy - f($3,12) +
Fwiws - f(&1,M3) + wows - f($2,M3) + waws - f($3,13) =

=2.2 f(—V0.6 ,—V0.6 )+2-2f(0,—0.6 ) +2-2 (V0.6 ,—/0.6 )+
+2-2 f(—V06 ,0) +2-2f(0,0) +2- 2 (V0.6 ,0) +
+2-2 f(—V0.6 V0.6 )+2-2£(0,Y06 ) +2-2f(V0.6 ,V06 )
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Reguta kwadratur Gaussa dla elementow 3D

n=1 n=2 (2xX2x2) n=3 (3x3x3)

Dla jednego punktu Gaussa Dla dwdch punktéw Gaussa Dla trzech punktéw Gaussa
na kazdym z kierunkéw na kazdym z kierunkéw




Schemat catkowania dla elementéw 2D

v
l_y 2D 3-node 6-node 4-node 8-node
Typ
catkowania
PELNE 3 3 2 X2 3X3
ZREDUKOWANE 1 1 1 2 X2
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Schemat catkowania dla elementéw 3D

w
v 3D 4-node 10-node | 8-node [6-node| 20-node
u l—>
Typ | A—
catkowania |
PELNE 4 11 2X2%X2!3%x3 | 3x3x%x3
ZREDUKOWANE 1 5 1 3IX2| 2Xx2x%2
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