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Wykład 5A. Całkowanie numeryczne

1

Metoda elementów 
skończonych

(MES1)



2

Całka oznaczona

𝑥

𝐹(𝑥)

𝑏𝑎

𝑥 − współrzędna kartezjańska

normalizacja finkcji 𝐹 𝑥 :

𝑥(𝜉) =
𝑏−𝑎

2
𝜉+ 

𝑎+𝑏

2
;        𝑓(𝜉) = 𝐹

𝑏−𝑎

2
𝜉+

𝑎+𝑏

2
; 𝑑𝑥=

𝑏−𝑎

2
𝑑𝜉

całka oznaczona funkcji 𝐹(𝑥):

න
𝑎

𝑏

𝐹 𝑥 𝑑𝑥 = න
−1

1

𝑓 𝜉
𝑏 − 𝑎

2
𝑑𝜉 =

𝑏 − 𝑎

2
න
−1

1

𝑓 𝜉 𝑑𝜉

𝜉

𝑥

1−1

𝑎

𝑏

𝑥 = 𝑎 ⟶ 𝜉 = −1
𝑥 = 𝑏 ⟶ 𝜉 = 1

𝜉 − 𝑤𝑠𝑝ół𝑟𝑧ę𝑑𝑛𝑎 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙𝑛𝑎
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Reguła kwadratur Gaussa

𝜉

𝑓(𝜉)

1−1

𝑛 − liczba punktów próbkowania,
𝜉𝑖 − współrzędne punktów próbkowania
𝑤𝑖 − współczynniki wagowe
𝑅𝑛 − reszta sumy

න
−1

1

𝑓 𝜉 𝑑𝜉 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 ∙ 𝑓 𝜉𝑖 + 𝑅𝑛

reguła kwadratur:

𝑅𝑛 = 0     ⇒
𝑑2𝑛𝑓

𝑑𝜉2𝑛
= 0 Całkowanie numeryczne

daje dokładną wartość całki
dla wielomianów do stopnia 𝟐𝐧 − 𝟏
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Reguła kwadratur Gaussa dla funkcji wielomianowych

dla funkcji liniowej: 𝑓 𝜉 = 𝜉+ ;    
𝑑𝑓

𝑑𝜉
= ;     

𝑑2𝑓

𝑑𝜉2
= 0 ⟶

න
−1

1

 𝜉+ 𝑑𝜉 = 𝑤1 ∙ 𝑓 𝜉1 + 0

𝑠𝑡𝑜𝑝𝑛𝑖𝑎 2: 𝑓 𝜉 = 𝜉2 +  𝜉 +  ;  
𝑑𝑓

𝑑𝜉
=2 𝜉+  ;   

𝑑2𝑓

𝑑𝜉2
= 2 ;   

𝑑3𝑓

𝑑𝜉3
= 0 ⟶

2𝑛 = 3 ⟶ 𝑛 = 1.5 ⟶ 𝒏 = 𝟐

2𝑛 = 2 ⟶𝒏 = 𝟏

න
−1

1

 𝜉+ 𝑑𝜉 = 𝑤1 ∙ 𝑓 0dla jednego pkt. Gaussa: 𝜉1= 0 ,𝑤1 = 2

dla 2 pkt. Gaussa: 𝜉1= −
1

3
; 𝜉2=

1

3
; 𝑤1 = 𝑤2 = 1

1−׬
1
(𝜉2+ 𝜉+)𝑑𝜉 = 𝑤1 ∙ 𝑓 −

1

3
+ 𝑤2 ∙ 𝑓

1

3
= 𝑓 −

1

3
+ 𝑓

1

3

𝑅𝑛 = 0     ⇒
𝑑2𝑛𝑓

𝑑𝜉2𝑛
= 0

Wystarczy jeden punkt!

Potrzeba dwóch punktów!
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න
−1

1

( 𝜉4 +  𝜉3 +  𝜉2 +  𝜉 + ) 𝑑𝜉 =

𝑠𝑡𝑜𝑝𝑛𝑖𝑎 4: 𝑓 𝜉 = 𝜉4 +  𝜉3 +  𝜉2 +  𝜉 +  ;   
𝑑5𝑓

𝑑𝜉5
= 0

=
5

9
∙ 𝑓 − 0.6 +

8

9
∙ 𝑓 0 +

5

9
∙ 𝑓 0.6

2𝑛 = 5 ⟶ 𝑛 = 2.5 ⟶ 𝒏 = 𝟑

dla 3 pkt. Gaussa: 𝜉1= − 0.6 ; 𝜉2= 0 ; 𝜉3= 0.6 ;

𝑤1 = 𝑤3 =
5

9
; 𝑤2 =

8

9

𝑠𝑡𝑜𝑝𝑛𝑖𝑎 3: 𝑓 𝜉 = 𝜉3 +  𝜉2 +  𝜉 +  ;   
𝑑4𝑓

𝑑𝜉4
= 0 ⟶ 𝒏 = 𝟐 (2 punkty)

Reguła kwadratur Gaussa dla funkcji wielomianowych

1−׬
1
( 𝜉3+ 𝜉2+ 𝜉+)𝑑𝜉 = 𝑤1 ∙ 𝑓 −

1

3
+ 𝑤2 ∙ 𝑓

1

3
= 𝑓 −

1

3
+ 𝑓

1

3

Wystarczą dwa punkty!

Potrzeba trzech punktów!
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Reguła kwadratur Gaussa dla funkcji wielomianowych

Stopień wielomianu Liczba p. Gaussa 𝜉𝑖 𝑤𝑖

1 1 0 2

3 2 − ൗ1
3

+ ൗ1
3

1

1

5 3 − 0.6
0

+ 0.6

5/9
8/9
5/9

7 4 −0.861136311594953
−0.339981043584856
+0.339981043584856
+0.861136311594953

0.347854845137454
0.652145154862546
0.652145154862546
0.347854845137454

Suma współczynników wagowych wynosi zawsze 2.
Całkowanie numeryczne daje dokładną wartość całki dla wielomianów do stopnia 𝟐𝐧 − 𝟏

න
−1

1

𝑓 𝜉 𝑑𝜉 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 ∙ 𝑓 𝜉𝑖 + 𝑅𝑛 𝑅𝑛 = 0     ⇒
𝑑2𝑛𝑓

𝑑𝜉2𝑛
= 0



7

Reguła kwadratur Gaussa dla elementów 2D

න
−1

1

න
−1

1

𝑓 𝜉, 𝜂 𝑑𝜉𝑑𝜂 = න
−1

1

෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 ∙ 𝑓( 𝜉𝑖 , 𝜂) 𝑑𝜂 =

න
−1

1

න
−1

1

𝑓 𝜉, 𝜂 𝑑𝜉𝑑𝜂 = 𝑤1𝑤1 ∙ 𝑓 0, 0 = 4𝑓 0, 0

𝜉

𝜂

1−1

1

−1

=෍

𝑗=1

𝑛

𝑤𝑗෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 ∙ 𝑓( 𝜉𝑖 , 𝜂𝑗) =෍

𝑗=1

𝑛

෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑤𝑗 ∙ 𝑓( 𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)

: 𝜉1= 𝜂1 = 0 , 𝑤1 = 2𝒏 = 𝟏

Dla jednego punktu Gaussa mamy:
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Reguła kwadratur Gaussa dla elementów 2D

𝜉

𝜂

1−1

1

−1

(𝜉1, 𝜂1) (𝜉2, 𝜂1)

(𝜉2, 𝜂2)(𝜉1, 𝜂2)

: 𝜉1= 𝜂1 = −
1

3
, 𝜉2= 𝜂2 =

1

3
; 𝑤1 = 𝑤2 = 1𝒏 = 𝟐

= 𝑤1𝑤1 ∙ 𝑓(𝜉1, 𝜂1) + 𝑤2𝑤1 ∙ 𝑓(𝜉2, 𝜂1) + 𝑤2𝑤2 ∙ 𝑓(𝜉2, 𝜂2) + 𝑤1𝑤2 ∙ 𝑓(𝜉1, 𝜂2) =

= 𝑓(−
1

3
, −

1

3
) + 𝑓

1

3
, −

1

3
+ 𝑓(

1

3
,
1

3
) + 𝑓(−

1

3
,
1

3
)

න
−1

1

න
−1

1

𝑓 𝜉, 𝜂 𝑑𝜉𝑑𝜂 =

Dla dwóch punktów Gaussa  
na każdym z kierunków mamy:
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Reguła kwadratur Gaussa dla elementów 2D

𝜉1= 𝜂1 = − 0.6 , 𝜉2= 𝜂2 = 0 , 𝜉3= 𝜂3 = 0.6

𝑤1 = 𝑤3 =
5

9
; 𝑤2 =

8

9

𝜉

𝜂

1−1

1

−15

9
·
5

9
= 
25

81
8

9
·
5

9
= 
40

81
5

9
·
5

9
= 
25

81

5

9
·
5

9
= 
25

81

5

9
·
5

9
=
25

81

5

9
·
8

9
= 
40

81
5

9
·
8

9
= 
40

81

8

9
·
5

9
=
40

81

8

9
∙
8

9
= 

64

81

𝑤𝑖𝑤𝑗

𝜉

𝜂

1−1

1

−1(𝜉1, 𝜂1) (𝜉3, 𝜂1)

(𝜉3, 𝜂3)
(𝜉1, 𝜂3)

(𝜉2, 𝜂1)

(𝜉1, 𝜂2)
(𝜉2, 𝜂2)

(𝜉3, 𝜂2)

(𝜉2, 𝜂3)

(𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)

𝒏 = 𝟑 :

Dla trzech punktów Gaussa     
na każdym z kierunków mamy:
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Reguła kwadratur Gaussa dla elementów 2D

= 𝑤1𝑤1 ∙ 𝑓(𝜉1, 𝜂1) + 𝑤2𝑤1 ∙ 𝑓(𝜉2, 𝜂1) + 𝑤3𝑤1 ∙ 𝑓(𝜉3, 𝜂1) +
+𝑤1𝑤2 ∙ 𝑓(𝜉1, 𝜂2) + 𝑤2𝑤2 ∙ 𝑓(𝜉2, 𝜂2) + 𝑤3𝑤2 ∙ 𝑓(𝜉3, 𝜂2) +
+𝑤1𝑤3 ∙ 𝑓(𝜉1, 𝜂3) + 𝑤2𝑤3 ∙ 𝑓(𝜉2, 𝜂3) + 𝑤3𝑤3 ∙ 𝑓(𝜉3, 𝜂3)=

=
5

9
∙
5

9
𝑓(− 0.6 , − 0.6 ) +

8

9
∙
5

9
𝑓(0,− 0.6 ) +

5

9
∙
5

9
𝑓 0.6 , − 0.6 +

+
5

9
∙
8

9
𝑓(− 0.6 , 0) +

8

9
∙
8

9
𝑓(0,0) +

5

9
∙
8

9
𝑓( 0.6 , 0) +

+
5

9
∙
5

9
𝑓(− 0.6 , 0.6 ) +

8

9
∙
5

9
𝑓(0, 0.6 ) +

5

9
∙
5

9
𝑓 0.6 , 0.6

න
−1

1

න
−1

1

𝑓 𝜉, 𝜂 𝑑𝜉𝑑𝜂 =

𝜉1= 𝜂1 = − 0.6 , 𝜉2= 𝜂2 = 0 , 𝜉3= 𝜂3 = 0.6

𝑤1 = 𝑤3 =
5

9
; 𝑤2 =

8

9

𝒏 = 𝟑 :

Dla trzech punktów Gaussa     
na każdym z kierunków mamy:
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Reguła kwadratur Gaussa dla elementów 3D

න
−1

1

න
−1

1

න
−1

1

𝑓 𝜉, 𝜂, 𝜁 𝑑𝜉𝑑𝜂𝑑𝜁 = ෍

𝑘=1

𝑛

෍

𝑗=1

𝑛

෍

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑤𝑗𝑤𝑘 ∙ 𝑓( 𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑘)

𝑛 = 3 (3 × 3 × 3)
Dla trzech punktów Gaussa     
na każdym z kierunków

𝑛 = 2 2 × 2 × 2
Dla dwóch punktów Gaussa  
na każdym z kierunków

𝑛 = 1
Dla jednego punktu Gaussa
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Schemat całkowania dla elementów 2D

PEŁNE

2D

Typ
całkowania

𝑢
𝑣

ZREDUKOWANE

3 3 2 × 2 3 × 3

1 1 1 2 × 2

3−node 6−node 4−node 8−node
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Schemat całkowania dla elementów 3D

PEŁNE

3D

Typ
całkowania

ZREDUKOWANE

4 11 2 × 2 × 2 3 × 3 3 × 3 × 3

1 5 1 3 × 2 2 × 2 × 2

4−node 10−node 8−node 6−node 20−node
𝑢

𝑣
𝑤
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